
Off@General::"spell"D ; Off@General::"spell1"D ;

Put the original Skyrme interaction in to see that we get what we expect
from the gradient terms:

P1 = t1�4 H1 + x1�2L
1
�����
4
t1 J1 +

x1
��������
2

N
P2 = t2�4 H1 + x2�2L
1
�����
4
t2 J1 +

x2
��������
2

N
Q1 = t1�4 H1�2 + x1L
1
�����
4
t1 J 1

�����
2

+ x1N
Q2 = t2�4 H1�2 + x2L
1
�����
4
t2 J 1

�����
2

+ x2N
P1f = P1

1
�����
4
t1 J1 +

x1
��������
2

N
P2f = P2

1
�����
4
t2 J1 +

x2
��������
2

N
dQ2dn = 0

0

Hgradient = Simplify@
-1�4 H2 P1 + P1f - P2fL Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL

+ 1�2 HQ1 + Q2L Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDL
- 1�4 HQ1 - Q2L Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L
+ dQ2dn�2 Hnn@zD¢ nn@zD + np@zD np¢@zDL Hnn¢@zD + np¢@zDLD

1
��������
32

H-Ht1 + 2 t1 x1 - t2 H1 + 2 x2LL Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L -H3 t1 H2 + x1L - t2 H2 + x2LL Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL +
2 Ht1 + t2 + 2 t1 x1 + 2 t2 x2L Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDLL

Hgradient2 = -1�16 H3 t1 H1 + x1�2L - t2 H1 + x2�2LL Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL +
1�16 H3 t1 H1�2 + x1L + t2 H1�2 + x2LL Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDL

-
1

��������
16

J3 t1 J1 +
x1
��������
2

N - t2 J1 +
x2
��������
2

NN Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL +

1
��������
16

J3 t1 J 1
�����
2

+ x1N + t2 J 1
�����
2

+ x2NN Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDL
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Simplify@HHgradient - Hgradient2L �. nn¢@zD ® Sqrt@-nn@zD nn¢¢@zDD �. np¢@zD ® Sqrt@-np@zD np¢¢@zDDD
0

The original APR Lagrangian:

HAPR = Hh2 �2� m + Hp3 + H1 - xL p5L Ρ Exp@-p4 ΡDL Τn + I �h2 � 2 � m + Hp3 + x p5L Ρ Exp@-p4 ΡDM Τp +H1 - H1 - 2 xL2L H-Ρ2  Hp1 + p2 Ρ + p6 Ρ2 + Hp10 + p11L Exp@-p92  Ρ2DLL +H1 - 2 xL2  H-Ρ2  Hp12� Ρ + p7 + p8 Ρ + p13 Exp@-p92  Ρ2DLL
-H1 - 2 xL2 Ρ2 Jã-p92 Ρ2 p13 + p7 +

p12
�����������

Ρ
+ p8 ΡN -H1 - H1 - 2 xL2L Ρ2 Ip1 + ã-p92 Ρ2 Hp10 + p11L + p2 Ρ + p6 Ρ2M +

J h2
���������
2 m

+ ã-p4 Ρ Hp3 + p5 H1 - xLL ΡN Τn +
ikjjjj �h

2

���������
2 m

+ ã-p4 Ρ Hp3 + p5 xL Ρ
y{zzzz Τp

The kinetic terms:

HkinAPR = Hh2 �2� m + Hn p3 + nn p5L Exp@-p4 nDL Τn + Hh2 �2� m + Hp3 n + np p5L Exp@-p4 nDL Τp

J h2
���������
2 m

+ ã-n p4 Hn p3 + nn p5LN Τn + J h2
���������
2 m

+ ã-n p4 Hn p3 + np p5LN Τp

Pethick, et. al.’s definition of the P’s and Q’s:

P1 = Hp3�2 - p5L Exp@-n p4D
ã-n p4 J p3

��������
2

- p5N
P2 = Hp3�2 + p5L Exp@-n p4D
ã-n p4 J p3

��������
2

+ p5N
Q1 = P1�2
1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

- p5N
Q2 = P2�2
1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

+ p5N
Demonstrate that this gives us what we expect, namely, the kinetic part of the APR Hamiltonian:

HkinPRL = Hh2 �2� m + HP1 + P2L n - HQ1 - Q2L nnL Τn + Hh2 �2� m + HP1 + P2L n - HQ1 - Q2L npL Τp

J h2
���������
2 m

- nn J 1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

- p5N -
1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

+ p5NN + n Jã-n p4 J p3
��������
2

- p5N + ã-n p4 J p3
��������
2

+ p5NNN Τn +J h2
���������
2 m

- np J 1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

- p5N -
1
�����
2

ã-n p4 J p3
��������
2

+ p5NN + n Jã-n p4 J p3
��������
2

- p5N + ã-n p4 J p3
��������
2

+ p5NNN Τp
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Simplify@HkinAPR - HkinPRLD
0

Now define the new terms P1f and P2f, and dQ2dn:

P1f = HIntegrate@P1, 8n, 0, np<D �npL �. np ® n

ã-n p4 H-1 + ãn p4L Hp3 - 2 p5L
�������������������������������������������������������������������������

2 n p4

P2f = HIntegrate@P2, 8n, 0, np<D �npL �. np ® n

ã-n p4 H-1 + ãn p4L Hp3 + 2 p5L
�������������������������������������������������������������������������

2 n p4

dQ2dn = D@Q2, nD
-
1
�����
2

ã-n p4 p4 J p3
��������
2

+ p5N
Write the gradient part of the Hamiltonian

Hgradient =
-1�4 Simplify@H2 P1 + P1f - P2fL D Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL

+1�2 Simplify@HQ1 + Q2LD Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDL
-1�4 Simplify@HQ1 - Q2LD Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L
+1 Simplify@dQ2dnD �2 Hnn@zD nn¢@zD + np@zD np¢@zDL Hnn¢@zD + np¢@zDL
-

ã-n p4 Hn p4 Hp3 - 2 p5L - 2 H-1 + ãn p4L p5L Hnn@zD + np@zDL Hnn¢¢@zD + np¢¢@zDL
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

4 n p4

1
�����
4

ã-n p4 p3 Hnn@zD nn¢¢@zD + np@zD np¢¢@zDL
1
�����
4

ã-n p4 p5 Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L
-
1
�����
8

ã-n p4 p4 Hp3 + 2 p5L Hnn¢@zD + np¢@zDL Hnn@zD nn¢@zD + np@zD np¢@zDL
Use Paul’s rewriting to remove the second derivatives:

Hgradnew = Simplify@
1�4 H3 P1 + 2 n D@P1, nD - P2L Hnn¢@zD + np¢@zDL2 - 1�4 H3 Q1 + Q2L Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L -
1�2 D@Q1, nD Hnn@zD nn¢@zD2 + np@zD np¢@zD2 + Hnn@zD + np@zDL nn¢@zD np¢@zDLD

1
�����
8

ã-n p4 HH-2 n p4 Hp3 - 2 p5L - 6 p5 + p4 Hp3 - 2 p5L nn@zDL nn¢@zD2 +H4 Hp3 - n p3 p4 - 4 p5 + 2 n p4 p5L + p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL nn¢@zD np¢@zD +H-2 n p4 Hp3 - 2 p5L - 6 p5 + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL np¢@zD2L
Put in the usual form, with density dependent Q’s

Qnnnew = 2 Simplify@HHgradnew �. np¢@zD ® 0 �. n ® nn@zD + np@zDL �nn¢@zD2D
1
�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL H-6 p5 - p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD - 2 p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL
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tmp = SeriesCoefficient@Series@Hgradnew, 8nn¢@zD, 0, 1<D, 1D �np¢@zD
1
�����
8

ã-n p4 H4 Hp3 - n p3 p4 - 4 p5 + 2 n p4 p5L + p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL
Qnpnew = Simplify@Htmp �. n ® nn@zD + np@zDLD
1
�����
8

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL H4 Hp3 - 4 p5L - 3 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD - 3 p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL
Qppnew = 2 Simplify@HHgradnew �. nn¢@zD ® 0 �. n ® nn@zD + np@zDL �np¢@zD2D
1
�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL H-6 p5 - 2 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD - p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL
Qnnnew �. nn@zD ® 0 �. np@zD ® 0 �. p5 ® -59.0

88.5

Qnpnew �. nn@zD ® 0 �. np@zD ® 0 �. p5 ® -59.0 �. p3 ® 89.9

162.95

Take derivatives so that we can easily write the Diff Eq’s:

8Simplify@D@Qnnnew, nn@zDDD, Simplify@D@Qnnnew, np@zDDD<
9 1

�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 H-p3 + 8 p5 + p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + 2 p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL,
1
�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 Hp4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + 2 H-p3 + 5 p5 + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDLL=
8Simplify@D@Qnpnew, nn@zDDD, Simplify@D@Qnpnew, np@zDDD<
9 1

�����
8

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 H-7 p3 + 22 p5 + 3 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + 3 p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL,
1
�����
8

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 H-7 p3 + 22 p5 + 3 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + 3 p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL=
8Simplify@D@Qppnew, nn@zDDD, Simplify@D@Qppnew, np@zDDD<
9 1

�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 H-2 Hp3 - 5 p5L + 2 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL,
1
�����
4

ã-p4 Hnn@zD+np@zDL p4 H-p3 + 8 p5 + 2 p4 Hp3 - 2 p5L nn@zD + p4 Hp3 - 2 p5L np@zDL=
Check:

Simplify@
Qnnnew nn¢@zD2 �2 + Qnpnew np¢@zD nn¢@zD + Qppnew np¢@zD2 �2 - Hgradnew �. n ® nn@zD + np@zDD
0

Get boundary conditions:

nn = nn0 - ∆ Exp@-Α xD
nn0 - ã-x Α ∆
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np = np0 - Ε Exp@-Α xD
np0 - ã-x Α Ε

nnp = D@nn, xD; npp = D@np, xD; nnpp = D@nnp, xD; nppp = D@npp, xD;
Old boundary condition equation:

eq1 =
Simplify@Exp@Α xD HQnn nnpp + Qnp npppL � Exp@Α xD Hdmundnn Hnn - nn0L + dmundnp Hnp - np0LLD
dmundnn ∆ + dmundnp Ε � Α2 HQnn ∆ + Qnp ΕL
Solve@eq1, ΕD
99Ε ®

-dmundnn ∆ + Qnn Α2 ∆
�������������������������������������������������������

dmundnp - Qnp Α2 ==
New boundary condition equation:

eq2 = HQnn nnpp + Qnp npppL �Hdmundnn Hnn - nn0L + dmundnp Hnp - np0L + dqnndnn nnp2 �2 + dqnpdnn nnp npp + dqppdnn npp2 �2L
-ã-x Α Qnn Α2 ∆ - ã-x Α Qnp Α2 Ε � -dmundnn ã-x Α ∆ +

1
�����
2
dqnndnn ã-2 x Α Α2 ∆2 - dmundnp ã-x Α Ε + dqnpdnn ã-2 x Α Α2 ∆ Ε +

1
�����
2
dqppdnn ã-2 x Α Α2 Ε2

Note that since the exponents are even smaller, that we can use the old
boundary conditions to first order.

Now go back to the Skyrme form:

Clear@"nn"D; Clear@"np"D; Clear@"n"D;
P1 = t1@nD �4; P2 = t2@nD �4; Q1 = t1@nD �8; Q2 = t2@nD �8;
Hgradnew = Simplify@
1�4 H3 P1 + 2 n D@P1, nD - P2L Hnn¢@zD + np¢@zDL2 - 1�4 H3 Q1 + Q2L Hnn¢@zD2 + np¢@zD2L -
1�2 D@Q1, nD Hnn@zD nn¢@zD2 + np@zD np¢@zD2 + Hnn@zD + np@zDL nn¢@zD np¢@zDLD

1
��������
32

H3 t1@nD Hnn¢@zD2 + 4 nn¢@zD np¢@zD + np¢@zD2L - t2@nD H3 nn¢@zD2 + 4 nn¢@zD np¢@zD + 3 np¢@zD2L +

2 Hnn¢@zD + np¢@zDL HH2 n - nn@zDL nn¢@zD + H2 n - np@zDL np¢@zDL t1¢@nDL
Qnnnew = 2 Simplify@HHgradnew �. np¢@zD ® 0L �nn¢@zD2D
1

��������
16

H3 t1@nD - 3 t2@nD + 2 H2 n - nn@zDL t1¢@nDL
tmp = SeriesCoefficient@Series@Hgradnew, 8nn¢@zD, 0, 1<D, 1D �np¢@zD

1
�������������������
np¢@zD J 3

�����
8
t1@nD np¢@zD -

1
�����
8
t2@nD np¢@zD +

1
�����
4
n np¢@zD t1¢@nD -

1
��������
16

nn@zD np¢@zD t1¢@nD -
1

��������
16

np@zD np¢@zD t1¢@nDN
Qnpnew = Simplify@HtmpLD
1

��������
16

H6 t1@nD - 2 t2@nD - H-4 n + nn@zD + np@zDL t1¢@nDL
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Qppnew = 2 Simplify@HHgradnew �. nn¢@zD ® 0L �np¢@zD2D
1

��������
16

H3 t1@nD - 3 t2@nD + 2 H2 n - np@zDL t1¢@nDL
Now find t1 and t2 as a function of the effective masses

tx1 = 1�4 Ht1 + t2L; tx2 = 1�4 Ht2�2 - t1�2L;
eq1 = msn � mn� H1 + 2 Hn tx1 + nn tx2L mnL
msn �

mn
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
1 + 2 mn H 1����4 nn H- t1������2 + t2������2 L + 1����4 n Ht1 + t2LL

eq2 = msp � mp� H1 + 2 Hn tx1 + np tx2L mpL
msp �

mp
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
1 + 2 mp H 1����4 np H- t1������2 + t2������2 L + 1����4 n Ht1 + t2LL

Simplify@Solve@8eq1, eq2<, 8t1, t2<DD99t1 ® H2 mn mp msn n - 2 mn mp msp n - 2 mn msn msp n + 2 mp msn msp n + mn mp msn nn -
mn msn msp nn - mn mp msp np + mp msn msp npL � Hmn mp msn msp n nn - mn mp msn msp n npL,

t2 ® -
-H-4 mp + 4 mspL H2 mn msn n - mn msn nnL + H-4 mn + 4 msnL H2 mp msp n - mp msp npL
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

4 mn mp msn msp n nn - 4 mn mp msn msp n np
==
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